MIKROKANONISCHE UND KANONISCHE GESAMTHEIT

eine Konstante ist. Dann kann man den drei Wahr-
scheinlichkeitsspannen eine hermitesche Matrix zu-
ordnen:

P =

1 (1+w, w’ + iw")’ (15)
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aus der die Quantentheorie in komplexer Form ge-
nau so wie oben in reeller folgt. Wir begniigen uns
mit diesem Hinweis; denn es geniigt uns gezeigt
zu haben, daBl die Modellfahigkeit nicht auf die
klassische Physik beschrankt ist.
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Im folgenden wird gezeigt, dafl die Diracsche d-Funktion ein brauchbares Hilfsmittel
ist zur Behandlung mikrokanonischer Gesamtheiten. Sie wird zur Ableitung der kano-
nischen Verteilung eines Makrosystems in einem Wirmebad aus einatomigen Molekiilen

benutzt.

ir denken uns einen makrophysikalischen Kér-

per, der, isoliert betrachtet, durch die Hamil-
ton-Funktion H,(®,) beschrieben werde. Darin
stehe @, fir simtliche kanonischen Koordinaten
des Makrosystems. W. Gibbs hat eine Gesamtheit
aus lauter solchen Makrokérpern untersucht und
die Gleichgewichtsverteilung angegeben, die sich
einstellt, wenn die Partner der Gesamtheit Energie
austauschen und wenn dabei die Wechselwir-
kungsenergie nicht ins Gewicht fallt. Er erhalt die
kanonische Verteilung. Sie gibt also die Wahrschein-
lichkeit der verschiedenen Zusténde in einem Ma-
krokorper an, der sich in einem Warmebad befin-
det, welches in der Rechnung ein ideales Gas aus
Makrokorpern ist. Aus thermodynamischen Griin-
den ist das Ergebnis fiir Makrosysteme in beliebigen
Wirmebddern giiltig, obgleich das Gibbssche
Wirmebad nur in Gedanken existiert.

Wenn man die Partikel des Warmebads mit in
die Rechnung einfiihrt, ist die Gesamtheit mikro-
kanonisch. Es entsteht die Aufgabe, die kanonische
Verteilung fiir ein Makrosystem aus der mikro-
kanonischen Verteilung fiir Makrosystem -+ Warme-
bad abzuleiten. Das soll mittels Diracscher 6-Funk-
tion geschehen. Dabei wollen wir insofern etwas
weniger formal als Gibbs vorgehen, als wir ein
Wirmebad annehmen, welches aus einem idealen
Gas aus einatomigen Molekiilen bestehen moge.

Wenn H'(®,) ...H' (Dy) die Hamilton-Funk-
tionen der Molekiile sind, in denen @; die kano-
nischen Koordinaten des i-ten Molekiils bezeichnet,

so erhalten wir als Verteilungsfunktion fiir das Ma-
krosystem :

f(HO)=C'1fé(E—H0((DO)—H’(@1) T

—H (Dy)d®,..dDy. (1)
Der Faktor €, bestimmt sich aus [f (H,) d @,=1 und
braucht hier nicht angegeben zu werden.

Zur Auswertung dieses Integrals beniitzen wir die
Fourier-Zerlegung der §-Funktion
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Hiernach lautet (1)
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f(Hy) = ‘)C;Z j‘ dk etk (E—Hoy) j e RH () q @, ..

Je*”‘H’WN)chN. (2)

Die Integrale iiber die Phasenvolumen d®; . . d®@y
hingen mit der Zustandssumme zusammen. Fiir
einatomige Gase gilt:

Z(B)=[e PED AP ~ 32,

Damit lautet Gl. (2) mit einer neuen Konstante

c, N i F T .
f(H) = 5 f (Sk) 3N gk E—H) gk, (3)
Der Integrand ist im Nullpunkt extrem singulér.
Der Integrationsweg ist unterhalb vorbeizufiihren,
damit f(H,) fir £ — H,<0 verschwindet.
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Fir £ — H > 0 ist die Methode der Auswertung
etwas verschieden, je nachdem N gerade oder un-
gerade ist. Wir begniigen uns damit, den Fall ge-
rader N zu behandeln, fiir den 3N/2=r-1 eine
ganze Zahl ist. Der Nullpunkt ist ein Pol (» + 1)-ten
Grades. Wir konnen den Integrationsweg iiber die
positiv-imagindre Halbachse schlieen und erhalten
mit ik=_
5 (E—H,)

dg,
d. i. gleich
(4)

E ist die Gesamtenergie von System und Bad.
Nennen wir U die mittlere Energie des Warmebads,
so ist E=U+ H,. Gl (4) lautet also

)r

H,— H 0
U
Darin ist U = 3N /2B = (r 4+ 1)/, denn die Tempe-
ratur und damit §=1/k7 sind durch die mittlere
Energie definiert. Hiernach ist

(r+1)" (1 - ﬂ(H,o—HO))' (5)

r!
Fiir groBe Werte r folgt also
() = 0o p T,
d. i. die kanonische Verteilung.

f(Hy)=—(E—H,) .

f(Ho) — 03

KANONISCHE GESAMTHEIT

Grundsétzlich sind in dem Ergebnis auch die Ab-
weichungen von der kanonischen Verteilung ent-
halten. Wir wollen diese nur zur Abschitzung be-
nutzen, wieviel Gasatome bereits ein Wirmebad
bilden, das praktisch die kanonische Verteilung her-
beifithrt. Gl. (5) kommt der Exponentialfunktion
hinreichend nahe, wenn

1 pH,—H,)

r+1 el

ist. Der Nenner ist von der Grofenordnung der
Teilchenzahl im Wiarmebad. Im Zahler steht die
Energieschwankung des Makrokorpers in Einheiten
kT. Sie ist im allgemeinen von der GréBenordnung
VZ, wenn Z die Zahl der Atome des Makrokdrpers
ist. Die Grenze der Giiltigkeit der kanonischen Ver-
teilung liegt also bei

N~JZ.
Hieraus folgt: Bei einem Makrokorper von 1 Mol.
Substanz mul3 das Warmebad etwa
N = 4 - 10! Molekiile ~ 10712 Mol. Gas

enthalten, damit im Falle des Gleichgewichts die
kanonische Verteilung gilt. Natiirlich wird dadurch
nichts iiber die Einstellzeit des Gleichgewichts vor-
ausgesagt.



